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Abstract
Littelmann の Lakshmibai-Seshadri (LS) パス模型は複素半単純 Lie
環 (より一般に対称化可能な Kac-Moody Lie 環) の可積分最高ウェイ
ト加群の結晶基底に対するルート系の型に依らない統一的な組合せ論
的実現を与える．本稿では，LS パス模型の一つの拡張として，アフィン
Kac-Moody Lie 環の Weyl)$lI$群の結晶基底に対する組合せ論的な実現に
ついて述べる．
1 導入 -結晶基底と Lakshmibai-Seshadriパス模型-
複素半単純 Lie 環 $\mathfrak{g}$ の優整ウェイト $\lambda$ を一つ固定し，有限集合 $\{\langle\alpha^{\vee},$ $\lambda\rangle\in$
$\mathbb{Z}\geq 0|\alpha\in\triangle^{+}\}\backslash \{0\}$ の最小公倍数を $N=N_{\lambda}\in \mathbb{Z}_{>0}$ とする．ただし，$\triangle^{+}$ は
$\mathfrak{g}$ の正ルート全体の集合を表す．最高ウェイト $\lambda$ の可積分最高ウェイト $\mathfrak{g}$-加
群の基底は，型 $\lambda$ の Lakshmibai-Seshadri $(LS)$ パスの集合
$\mathbb{B}(\lambda):=\{(_{\frac{w_{1},w_{2},\ldots,w_{N}}{\in W^{\lambda}}})|(s/N)$
-chain $w_{s}\Leftarrow w_{s+1}$ が存在 $(1\leq s<N)\}$
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と一対一に対応することが知られている ([Lit95]). ただし，$W^{\lambda}$ は剰余類集合
$W/\{w\in W|w\lambda=\lambda\}$ の極小代表元全体を表す．実は，$\mathbb{B}(\lambda)$ には $\mathfrak{g}$ 上の結
晶の構造 $(\mathbb{B}(\lambda);wt, e_{\alpha}, f_{\alpha}, \epsilon_{\alpha}, \varphi_{\alpha})$ ( $\alpha$ は単純ルート全体を動く) が定まり (付
録 $A,$ $B$ を参照せよ), 次のより強い主張が成立する．
定理 1.1 ([Kas94, Jos95 型 $\lambda$ の $LS$パスのなす結晶は最高ウェイト $\lambda$ の








習しておこう ([Kas93]). $\mathfrak{g}$ のウェイ ト格子を $P$ とする．集合 $B$ , 及び写像
$wt:Barrow P,$ $e_{\alpha},$ $f_{\alpha}$ : $Barrow B$ 沖 $\{0\},$ $\epsilon_{\alpha},$ $\varphi_{\alpha}:Barrow \mathbb{Z}u\{-\infty\}(\alpha$ は $\mathfrak{g}$ の単純
ルート全体を動く) の組 $(B;wt, e_{\alpha}, f_{\alpha}, \epsilon_{\alpha}, \varphi_{\alpha})$ が $\mathfrak{g}$ 上の結晶であるとは，各
$b\in B$ と単純ルート $\alpha$ について以下の条件 (1) $\sim(5)$ が満たされることである:
(1) $\varphi_{\alpha}(b)=\epsilon_{\alpha}(b)+\langle\alpha^{\vee}$ , wt $(b)\rangle$ が成り立つ;
(2) $\{\begin{array}{l}e_{\alpha}b\neq 0 ならば wt(e_{\alpha}b)=wt(b)+\alpha が成り立つ，f_{\alpha}b\neq 0 ならば wt(f_{\alpha}b)=wt(b)-\alpha が成り立つ;\end{array}$
(3) $\{\begin{array}{l}e_{\alpha}b\neq 0 ならば \epsilon_{\alpha}(e_{\alpha}b)=\epsilon_{\alpha}(b)-1, \varphi_{\alpha}(e_{\alpha}b)=\varphi_{\alpha}(b)+1 が成り立つ，f_{\alpha}b\neq 0 ならば \epsilon_{\alpha}(f_{\alpha}b)=\epsilon_{\alpha}(b)+1, \varphi_{\alpha}(f_{\alpha}b)=\varphi_{\alpha}(b)-1 が成り立つ;\end{array}$
(4) $\{\begin{array}{l}e_{\alpha}b\neq 0 なら \ovalbox{\tt\small REJECT} f^{\backslash }f_{\alpha}e_{\alpha}b=b が成 \mathfrak{y} 立つ，f_{\alpha}b\neq 0 ならば e_{\alpha}f_{\alpha}b=b が成り立つ;\end{array}$
(5) $\epsilon_{\alpha}(b)=-\infty$ ならば $e_{\alpha}b=f_{\alpha}b=0$ が成り立つ．
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今，$q$ を不定元とし，$U_{q}(\mathfrak{g})$ を $\mathfrak{g}$ に付随する量子展開環とする． $U_{q}(\mathfrak{g})$ は
$\mathbb{C}(q)$ 上の Hopf代数であり，$\mathfrak{g}$ の展開環 $U(\mathfrak{g})$ の Hopf代数構造を $q$-変形した
ものと見倣すことが出来る．ここで，$\mathfrak{g}$ の表現 $V$ の結晶基底 $B$ とは，$V$ の q-
変形を与える $U_{q}(\mathfrak{g})$ の表現 $V_{q}$ のウェイトベクトルからなる $\mathbb{C}(q)$-基底 $B_{q}$
の $q=0$ への特殊化 $B=B_{q=0}$ であって，$q=0$ で well-dened な単純ルー
ト・ベクトルの作用 $\tilde{e}_{\alpha},$ $\tilde{f}_{\alpha}$ (柏原作用素と呼ばれる) で閉じているもののこと
である $(すなわち，\tilde{e}_{\alpha}B,\tilde{f}_{\alpha}B\subset B\sqcup\{O\})$ . このような基底が存在するかどう
かは一般には不明であるが，可積分最高ウェイト加群は常に結晶基底を持つこ
とが知られている ([Kas91]). 各 $b\in B$ はウェイトベクトルを $q=0$ へ特殊
化したものなので，自然にそのウェイト $wt(b)\in P$ が定まっている．また，
$\epsilon_{\alpha}(b)$ $:= \max\{n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|\tilde{e}_{\alpha}^{n}b\neq 0\},$ $\varphi_{\alpha}(b)$ $:= \max\{n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|\tilde{f}_{\alpha}^{n}b\neq 0\},$
と定めると，$(B;wt, \tilde{e}_{\alpha},\tilde{f}_{\alpha}, \epsilon_{\alpha}, \varphi_{\alpha})$ は $\mathfrak{g}$ 上の結晶となる．
\S 2では，一般線型 Lie 環 $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{n+1}(\mathbb{C})$ の場合に半標準盤による結晶基底
の実現について述べる．\S 3, 4では，アフィンルート・データ，及びアフィン
Kac-Moody Lie環の Weyl 加群について述べる．\S 5では，Weyl加群の結晶基
底に対するギャラリー模型を導入する．これは可積分最高ウェイト加群の結
晶基底に対する LS パス模型の一つの拡張であるとみなすことができる．付録









$I=\{1, 2, \cdots, n\}$ を $A_{n}$ 型の Dynkin 図形の頂点集合とし，$(n+1)$-次元
Euclid空間 $\mathfrak{h}=\oplus_{i=1}^{n+1}\mathbb{R}\epsilon_{i}$ を用意する．ただし，$\{\epsilon_{i}\}_{1\leq i\leq n+1}$ は $\mathfrak{h}$ の正規直交基
底であり，$\mathfrak{h}$ 上の内積を $-\rangle$ で表す．$(n+1)$-次対称群 $W:=\mathfrak{S}_{n+1}=\langle r_{i}:=$
$(i, i+1)|i\in I\rangle$ は $\mathfrak{h}$ 上に座標 $\{\epsilon_{i}\}_{1\leq i\leq n+1}$ の置換として自然に作用してぃる．
$\hat{=_{7}},$
$\alpha_{i}:=\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1},$ $i\in I$ , とおくと，$\triangle:=\{w\alpha_{i}|w\in W, i\in I\}$ は $A_{n}$ 型)レート
系を定め，$\{\alpha_{i}\}_{i\in I}$ はその単純ルート系をなす．また，$\varpi_{i}:=\epsilon_{1}+\epsilon_{2}+\cdots+\epsilon_{i}\in \mathfrak{h},$
$i$ $I$ , を基本ウェイトとする; $\langle\varpi_{i},$ $\alpha j\rangle=\delta_{ij},$ $i,$ $j\in I$ . そして，各優整ウェイ
ト $\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i},$ $m_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0$ , を高さ $i$ の列が $m_{i}$ 個の Young 図形と同一視
する．例えば，$\lambda=2\varpi_{1}+\varpi_{2}+3\varpi_{3}$ は，次の Young 図形に対応する (後の議
論の都合により，通常とは異なる左右逆転させた記述方法を用いる):
一般に型 $\lambda$ で成分が $\{1, 2, . . . , n+1\}$ の半標準盤全体の集合 Tab ( $\lambda$ ) は，最






がminuscule ウェイトであることに注意する．すなわち，最高ウェイト $\varpi_{i}$ の
可積分最高ウェイト加群 $L(\varpi_{i})$ の基底は，$\varpi_{i}$ の $W$-軌道 $W\varpi_{i}\cong W^{\varpi_{i}}$ (極小
代表元全体の集合) と一対一に対応する．従って，$L(\varpi_{i})$ の結晶基底を $B(\varpi_{i})$
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とすると，標準的な一対一対応 $B(\varpi_{i})\cong W^{\varpi_{i}}$ が存在する．実際，





次に，一般の優整ウエイ ト $\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i},$ $m_{i}\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ , を取る．今，
$u_{\lambda}\in L(\lambda)$ をウェイト $\lambda$ の最高ウエイト・ベクト)$\triangleright$ とする．すると，$\tilde{u}_{\lambda}:=$
$\otimes_{i\in I}u_{\varpi_{i}}^{\otimes m_{i}}\in\otimes_{i\in I}L(\varpi_{i})^{\otimes m_{i}}$ はウェイト $\lambda$ の最高ウェイト・ベクト)$\triangleright$であ
るので，$\mathfrak{g}$-加群としての埋め込み $L(\lambda)\mapsto\otimes_{i\in I}L(\varpi_{i})^{\otimes m_{i}},$ $u_{\lambda}\mapsto\tilde{u}\lambda$ , が存在
する．ここで，対応する結晶基底の埋め込み
$B( \lambda)\mapsto\bigotimes_{i\in I}B(\varpi_{i})^{\otimes m_{i}}=B(\varpi_{1})^{\otimes m_{1}}\otimes B(\varpi_{2})^{\otimes m_{2}}\otimes\cdots\otimes B(\varpi_{n})^{\otimes m_{n}}$
$\cong(W^{\varpi_{1}})^{m_{1}}\cross(W^{\varpi 2})^{m_{2}}\cross\cdots\otimes(W^{\varpi_{n}})^{m_{n}}$
について考える．右辺の元は，型 $\lambda$ で成分が $\{1, 2, . . . , n+1\}$ の列標準盤全体
と対応していると考えることができる．ただし，列標準盤とは下方向に狭義増
加であるものを言う．このとき，結晶基底のテンソル積規則によって，
$\bigotimes_{i\in I}B(\varpi_{i})^{\otimes m_{i}}\ni[w_{1_{\tilde{\in W^{\varpi}1}\tilde{\in W^{\varpi}2}\tilde{\in W^{\varpi_{n}}}}}^{1_{w_{m_{1}}^{1};w_{1}^{2},\ldots,w_{m_{2}}^{2};\ldots\ldots;w_{1}^{n},\ldots,w_{m_{n}}^{n}]}},\ldots,$
$rightarrow$ . . . . . . . . . . . . $(*)$
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が $B(\lambda)$ の元の像であるための必要十分条件は，各 $w_{k}^{i}\in W^{\varpi_{i}}$ の $Warrow W^{\varpi_{i}}$
に関する引き戻し $\overline{w}_{k}^{i}\in W$ であって，$W$ 上の Bruhat順序 $\geq$ に関して
$\overline{w}_{1}^{1}\geq\cdots\geq\overline{w}_{m_{1}}^{1}\geq\overline{w}_{1}^{2}\geq\cdots\geq\overline{w}_{m_{2}}^{2}\geq\cdots\cdots\geq\overline{w}_{1}^{n}\geq\cdots\geq\overline{w}_{m_{n}}^{n}$
となるものが存在することであることがわかる．実は，この条件は列標準盤
$(*)$ が半標準盤であることと同値であり，従って $B(\lambda)$ が型 $\lambda$ の半標準盤全体
Tab ( $\lambda$ ) と一対一に対応することが分かる．
$A$型以外の場合でも，結晶基底を結晶基底のテンソル積の中に埋め込んで，
結晶基底の各元を Weyl群の元の列として記述することによって，結晶基底と
LS パスとの間の対応が得られる (定理 1.1).
3 アフィン ルート アータ
\S 1 $\sim$ \S 2で述べた結果のアフィン Kac-Moody Lie環の Weyl加群の場合への拡
張を述べるために，ここではまずアフィンルートデータについて述べる．
簡単のために，$ADE$型のルートデータのみを扱うことにする．
$I$ を有限集合とし，$\{\alpha_{i}\}_{i\in I}\subset P=\oplus_{i\in I}\mathbb{Z}\varpi_{i}$ を $ADE$ 型の有限ルート
データとする．ただし $\{\alpha_{i}\}_{i\in I}$ は単純ルートの集合，$\varpi_{i},$ $i\in I$ , は基本ウェイト
であり，$P$ 上の内積に関して $\langle\alpha_{i},$ $\varpi j\rangle=\delta_{ij},$ $i,$ $j\in I$ , となる．$W:=\langle r_{i}|i\in I\rangle$
を有限 Weyl群とし，$\triangle:=\{w\alpha_{i}|w\in W, i\in I\},$ $\triangle^{+}:=\triangle\cap\sum_{i\in I}\mathbb{Z}\geq 0^{\alpha_{i}},$
$Q:=\oplus_{i\in I}\mathbb{Z}\alpha_{i}$ とおく．
$I_{af}:=I\sqcup\{O\}$ とし， $\{\alpha_{i}\}_{i\in I_{af}}\subset P_{af}:=\oplus_{i\in I_{af}}\mathbb{Z}\Lambda_{i}\oplus \mathbb{Z}\delta$ を上記の有
限ルート $\grave{}$ データに付随する (振れのない) アフィンルートデータとす
る．ただし，$\theta\in\triangle^{+}$ トとすると，$\delta:=\alpha_{0}+\theta$ である．ここで，
$\varpi_{i}=\Lambda_{i}-\langle\delta,$ $\Lambda_{i}\rangle\Lambda_{0}$ として $P\subset P_{af}$ と見徹す; $\langle\delta,$ $\varpi_{i}\rangle=0,$ $i\in I$ , となること
に注意せよ．$W_{af}:=\langle r_{i}|i\in I_{af}\rangle$ を $W$ に付随するアフィンWeyl群とする．
$W_{af}\cong W\ltimes\{t_{\xi}|\xi\in Q\}$ であることに注意せよ．ただし，$t_{\xi}$ は $\xi\in Q$ に付随
する平行移動を表す．
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4 アフィン Kac-Moody Lie環のWeyl加群
$\mathfrak{g}_{af}$ を\S 3で導入したアフィンルートデータに付随するアフィン Kac-Moody
Lie 環とし，$\mathfrak{g}\subset \mathfrak{g}_{af}$ を有限ルート・データに対応する有限次元複素半単純 Lie
部分環とする．また $\mathfrak{g}_{af}':=[\mathfrak{g}_{af}, \mathfrak{g}_{af}]\subset \mathfrak{g}_{af}$ とおき，$L\mathfrak{g}:=\mathfrak{g}_{af}'/\mathbb{C}\delta$ を $\mathfrak{g}$ に付
随するループ代数とする． $U_{q}(\mathfrak{g})$ , $U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$ , $U_{q}(L\mathfrak{g})$ をそれぞれ $\mathfrak{g},$ $\mathfrak{g}_{af},$ $L\mathfrak{g}$ に
付随する量子展開環とする．以下，$\mathfrak{g}$ の優整ウェイト $\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i}\in P,$
$m_{i}\in \mathbb{Z}\geq 0$ , を一つ固定する．
$L(\lambda)$ を最高ウェイト $\lambda$ の有限次元既約最高ウェイト $U_{q}(\mathfrak{g})$ -加群とし，そ
の結晶基底を $B(\lambda)$ とする．
$\underline{\mathcal{W}}(\lambda)$ を端ウェイト $\lambda$ の端ウエイト $U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$-加群とし，その結晶基底を
$\underline{\mathcal{B}}(\lambda)$ とする $([Kas94$ , Kas02 これは $u_{\lambda}$ によって生成される可積分加群で
あって，$u_{\lambda}$ がウェイト $\lambda$ の端ウェイトベクトルであるという関係式によっ
て定義される $U_{q}(\mathfrak{g}_{af})$-加群である．また $\langle\lambda,$ $\delta\rangle=0$ であることから，$\underline{\mathcal{W}}(\lambda)$ は
$U_{q}(L\mathfrak{g})$ 上の加群となる．このとき $\mathcal{W}(\lambda)$ は $U_{q}(L\mathfrak{g})$ の Drinfeld実現から来る
三角分解に関する普遍的可積分最高ウェイト加群と同型であり，大域的Weyl
Uq(L$\mathfrak{g}$)-加群とも呼ばれている ([CPOI]).
$\underline{\mathcal{W}}(\varpi_{i})$ 上にはウェイトを $\delta$ ずらす $U_{q}(L\mathfrak{g})$ -加群同型 $z_{i}$ : $u_{\varpi_{i}}\mapsto u_{\varpi_{i}+\delta}$ が存
在し，$\mathcal{W}(\varpi_{i}):=\mathcal{W}(\varpi_{i})/(z_{i}-id)\mathcal{W}(\varpi_{i})$ は有限次元の既約 $U_{q}(L\mathfrak{g})$-加群となる．
$\mathcal{W}(\varpi_{i})$ をレベルゼロ基本加群と呼ぶ ([Kas02]). $\mathcal{W}(\lambda):=\otimes_{1\in I}\mathcal{W}(\varpi_{i})^{\otimes m_{i}}$




$\mathfrak{h}\pi:=\mathbb{R}\otimes_{\mathbb{Z}}P$ 上への $W_{af}$ のアフィン変換による作用を考える． $\alpha\in\triangle,$
$m\in \mathbb{Z}$ に対して $H_{\alpha,m}:=\{h\in \mathfrak{h}\pi|\langle h, \alpha\rangle=m\}$ と定め，$\mathfrak{h}_{\mathbb{R}}\backslash \bigcup_{\alpha\in\Delta}H_{\alpha,0}$ 及
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び $\mathfrak{h}_{\mathbb{R}}\backslash \bigcup_{\alpha\in\triangle,m\in \mathbb{Z}}H_{\alpha,m}$ の連結成分を Weyl部屋及びWeyl 小部屋と呼ぶ．こ
のとき，Weyl 小部屋 $A^{+}:=\{h\in \mathfrak{h}_{\mathbb{R}}|0<\langle h, \alpha_{i}\rangle(i\in I),\langle h, \theta\rangle<1\}$ を含む
唯一つの Weyl 部屋 $C^{+}$ が存在する．$W$ 及び $W_{af}$ はそれぞれWeyl 部屋全体
の集合及びWeyl小部屋全体の集合に単純推移的に作用している．アフィン超
平面 $H_{\beta,m}$ に関する鏡映を $r_{\beta,m}\in W_{af}$ とし，特に $r_{\beta}:=r_{\beta,0}$ と書く．
以下，簡単のために $\lambda=\sum_{i\in I}m_{i}\varpi_{i}\in P$ を非退化優整ウェイトとする，す
なわち $m_{i}\in \mathbb{Z}>0,$ $i\in$ と仮定する．また原点 $0\in$ 娠から $\lambda\in \mathfrak{h}_{\mathbb{R}}$ への極小
なギャラリー，すなわち連続する小部屋の列
$\gamma_{\lambda}=(\{0\}=T_{0}'\subset T_{0}\supset\Upsilon_{1}'\subset T_{1}\supset\cdots\supset T_{n}'\subset T_{n}\supset T_{n+1}'=\{\lambda\})$
であって長さ $n$ が最小なものを一つ固定する．ただし，各 $T_{k}$ は小部屋で，$T_{k}'$
は隣り合った小部屋の間の壁を表す．$A^{+}$ の閉包 $\overline{A+}$ の壁は $I_{af}$ と一対一に対
応する; $i\in I_{af}$ に対応する壁 $H_{i}\subset\overline{A+}$ は次のようにして与えられる:
$H_{i}=\{h\in\overline{A+}|\langle h, \alpha_{i}\rangle=0\} (i\in I)$ ,
$H_{0}=\{h\in\overline{A+}|\langle h, \theta\rangle=1\} (i=0)$ .
各 $1\leq k\leq n$ に対して，ある毎 $\in I_{af}$ が (一意的に) 存在して，ある $x_{k}\in W_{af}$
に対して $\Upsilon_{k}'=x_{k}(H_{i_{k}})$ となる．また，$\overline{A+}$ の頂点 $v_{\lambda}\in\overline{A+}$ が (一意的に) 存
在して，ある $x\in W_{af}$ に対して $\lambda=x(v_{\lambda})$ となる．
各 $i\in I_{af}$ に対して $\langle r_{i}\rangle=\{1, r_{i}\}\subset W_{af}$ (極小放物型部分群) とおき，次
のような $W_{af}$ の部分群 ( $\langle r_{i}\rangle$ に付随するアフィンWeyl群) を考える:
$\langle r_{i}\rangle_{af}:=\{\begin{array}{l}\langle r_{i}\rangle\ltimes\{t_{m\alpha_{i}}|m\in \mathbb{Z}\} (i\in I) ,\langle r_{0}\rangle\ltimes\{t_{m\theta}|m\in \mathbb{Z}\} (i=0) .\end{array}$
上で定めた $I_{af}$ の元の列 $(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{n})$ に対して，次の集合を導入する:
$\Gamma(\gamma_{\lambda}):=W\cross\langle r_{i_{1}}\rangle\cross\langle r_{i_{2}}\rangle\cross \cdots \cross\langle r_{i_{n}}\rangle,$
$\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda}) :=W_{af}\cross\langle r_{i_{1}}\rangle_{af}\cross\langle r_{i_{2}}\rangle_{af}\cross\cdots\cross\langle r_{i_{n}}\rangle_{af}.$
73
定義から自然な埋め込み $\Gamma(\gamma_{\lambda})\mapsto\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda})$ 及び自然な全射 $\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda})arrow\Gamma(\gamma_{\lambda})$
が存在することが分かる．
各 $\gamma=[w0, w_{1}, . . . , w_{n}]\in\Gamma(\gamma_{\lambda})$ に対して，$\Sigma_{k}:=w_{0}\cdots w_{k}(A^{+})$ , $0\leq k\leq$
$n$ , によって $0$ から $\mu:=w_{0}\cdots w_{n}(v_{\lambda})\in P$ へのギャラリー
$(\{0\}=\Sigma_{0}'\subset\Sigma_{0}\supset\Sigma_{1}'\subset\Sigma_{1}\supset\cdots\supset\Sigma_{n}'\subset\Sigma_{n}\supset\Sigma_{n+1}'=\{\mu\})$
が定まる．この対応は単射なので，以下 $\Gamma(\gamma_{\lambda})$ の元をギャラリーと見倣す．
次に $\Gamma(\gamma_{\lambda})\sqcup\{0\}$ 上にルート作用素 $e_{\alpha},$ $f_{\alpha},$ $\alpha\in\{\alpha_{i}(i\in I), -\theta\}$ , を定め
る ([GL05, \S 6 まず $e_{\alpha}$ の定義を述べる．今，$m\in \mathbb{Z}$ をある $0\leq p\leq n+1$
について $\Sigma_{p}'\subset H_{\alpha,m}$ となる最小のものとする．すると $m\leq 0$ である．もし
も $m=0$ ならば $e_{\alpha}\gamma:=0$ と定める．また $m<0$ のとき，$0<k\leq n+1$ を
$\Sigma_{k}'\subset H_{\alpha,m}$ となる最小のものとし，$\Sigma_{j}'\subset H_{\alpha,m+1}$ なる最大の $0\leq j<k$ を取
る．このとき，$e_{\alpha}\gamma\in\Gamma(\gamma_{\lambda})$ を次で定める:
$e_{\alpha}\gamma:=(\{0\}\subset\Omega_{0}\supset\Omega_{1}'\subset\Omega_{1}\supset\cdots\supset\Omega_{n}'\subset\Omega_{n}\supset\{\mu^{\fbox{Error::0x0000}}+ \alpha$
$\Omega_{l}:=\{\begin{array}{ll}\Sigma_{l} for l\leq j-1,r_{\alpha,m+1}(\Sigma_{l}) for j\leq l\leq k-1,t_{\alpha}(\Sigma_{l}) for k\leq l.\end{array}$
次に $f_{\alpha}$ の定義を述べる．まず $\langle\mu,$ $\alpha\rangle\geq m$ であることに注意して，もしも
$\langle\mu,$ $\alpha\rangle=m$ ならば $f_{\alpha}\gamma:=0$ と定める．また，$\langle\mu,$ $\alpha\rangle>m$ のとき，$0\leq j<n+1$
を $\Sigma_{j}'\subset H_{\alpha,m}$ なる最大のものとし，$\Sigma_{k}'\subset H_{\alpha,m+1}$ なる最小の $i<k\leq n+1$
を取る．このときん $\gamma\in\Gamma$ $(\gamma\lambda$ $)$ を次で定める:
$f_{\alpha}\gamma:=(\{0\}\subset\Omega_{0}\supset\Omega_{1}'\subset\Omega_{1}\supset\cdots\supset\Omega_{n-1}'\subset\Omega_{n}\supset\{\mu-\alpha$
$\Omega_{l}:=\{\begin{array}{ll}\Sigma_{l} for l.\leq j-1,r_{\alpha,m}(\Sigma_{1}) for j\leq l\leq k-1,t_{-\alpha}(\Sigma_{l}) for k\leq l.\end{array}$
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以下 $e_{i}:=e_{\alpha_{i}},$ $f_{i}:=f_{\alpha_{i}}(i\in I)$ , $e0:=e_{-\theta},$ $fo:=f_{-\theta}$ とし，これらの生成す
るモノイド $\mathcal{A}:=\langle e_{i},$ $f_{i}|i\in I\rangle\subseteq \mathcal{A}_{af}:=\langle e_{i},$ $f_{i}|i\in I_{af}\rangle$ を導入する．自然
な全射 $\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda})arrow\Gamma(\gamma_{\lambda})$ と整合性が取れるように $\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda})$ 上にルート作用素
$\tilde{e}_{i},$ $\tilde{f_{i}}(i\in I_{af})$ を定めることが出来る．同様に $\tilde{\mathcal{A}}_{af}:=\langle\tilde{e}_{i},$ $\tilde{f_{i}}|i\in I_{af}\rangle$ とおく．
定義 5.1. $\lambda\in P$ を優整ウェイトとする．
(1) ([GL05]). $\Gamma_{LS}(\gamma_{\lambda})$ $:=\{D(\gamma_{\lambda})\in\Gamma(\gamma_{\lambda})|D\in \mathcal{A}\}\backslash\{O\}.$
(2) $\Gamma_{QLS}(\gamma_{\lambda}):=\{D(\gamma_{\lambda})\in\Gamma(\gamma_{\lambda})|D\in \mathcal{A}_{af}\}\backslash \{0\}.$
(3) $r_{0(\gamma_{\lambda})}^{\frac{\infty}{LS2}}:=\{D(\gamma_{\lambda})\in\Gamma^{\frac{\infty}{2}}(\gamma_{\lambda})|D\in\tilde{\mathcal{A}}_{af}\}\backslash \{0\}.$
定理 5.2. $\lambda\in P$ を優整ウェイトとする．
(1)([GL05]). $\mathfrak{g}$ 上の結晶としての同型 $\Gamma_{LS}(\gamma_{\lambda})\cong B(\lambda)$ が成り立つ．
(2) $L\mathfrak{g}$ 上の結晶としての同型 $\Gamma_{QLS}(\gamma_{\lambda})\cong \mathcal{B}(\lambda)$ が成り立つ．
(3) $\mathfrak{g}_{af}$ 上の結晶としての同型 $\Gamma_{0}^{\frac{\infty}{LS2}}(\gamma_{\lambda})\cong\underline{\mathcal{B}}_{0}(\lambda)$ が成り立つ．ただし，右
辺は $u_{\lambda}$ を含む $\underline{\mathcal{B}}(\lambda)$ の連結成分を表す．
A Lakshmibai-Seshadriハス
$\lambda\in P$ を優整ウェイトとし，$W^{\lambda}\cong W/\{w\in W|w\lambda=\lambda\}$ を極小代表元全体
の集合とする．$J=\{i\in I|\langle\alpha_{\check{i}}, \lambda\rangle=0\}$ とし，$W$ 上の Bruhat 順序を $\geq$ とす
ると，$W^{\lambda}$ は次のように表すことできる:
$W^{\lambda}=\{w\in W|wr_{\alpha}\geq w$ for all $\alpha\in\triangle^{+}\cap\sum_{j\in J}\mathbb{Z}\alpha_{j}\}.$
Bruhat 順序に関する cover relation を $warrow v$ と表す すなわち，$w\geq v,$
$w\neq v$ , であって，$w\geq u$ かつ $u\geq v$ なる $u\in W$ $\{w, v\}$ が存在しないこと
を表す．このとき，ある $\alpha\in\Delta^{+}$ が一意的に存在して $w=r_{\alpha}v$ となることが
知られているので，$warrow\alpha v$ と書くこともある．
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定義 A.l $([Lit95])$ . (1) $a\in \mathbb{Q}\cap(O, 1)$ とする．$v\in W$ から $w\in W$ への $(\lambda$
に関する) $a$-chain $w\Leftarrow v$ とは，$v$ から $w$ への列
$\beta_{1} \beta_{2} \beta_{k}$
$w=x_{0}arrow x_{1}arrow\cdotsarrow x_{k}=v$
であって，$a\langle\beta_{\check{s}},$ $x_{s}\lambda\rangle\in \mathbb{Z},$ $1\leq s\leq k$ , を満たすもののことを言う．
(2) $(w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{N})\in(W^{\lambda})^{N}$ が型 $\lambda$ の LS パスであるとは，各 $(w_{s}, w_{s+1})$ ,
$1\leq s<N$ , に対して $(s/N)$-chainが存在することである．
$\mathbb{B}(\lambda)$ を型 $\lambda$ の LS パス全体の集合とする．
$B$ $\mathbb{B}(\lambda)$ 上の結晶構造
$\pi=(w_{1}, w_{2}, \ldots, w_{N})\in \mathbb{B}(\lambda)$ に対して，$wt(\pi):=(1/N)\sum_{s=1}^{N}w_{s}\lambda$ と定める．
$\alpha$ を $\mathfrak{g}$ の単純ルートとし，$e_{\alpha}\pi,$ $f_{\alpha}\pi$ $\mathbb{B}(\lambda)\sqcup\{O\}$ を次で定める．ただし，$0$ は
$\mathbb{B}(\lambda)$ に属さない形式的な元である．今，$m_{\alpha}:= \min\{\langle\alpha^{\vee},$ $(1/N) \sum_{s=1}^{k}w_{s}\lambda\rangle|$
$0\leq k\leq N\}$ とおく．$k=0$ のとき $(1/N) \sum_{s=1}^{k}w_{S}\lambda=0$ であるので，$m_{\alpha}\leq 0$
であることに注意せよ．もしも，$m_{\alpha}=0$ ならば $e_{\alpha}\pi:=0$ と定める．また，
$m_{\alpha}<0$ ならば，
$k_{1} := \min\{0<k\leq N|\langle\alpha^{\vee}, (1/N)\sum_{s=1}^{k}w_{s}\lambda\rangle=m_{\alpha}\},$
$k_{0}:= \max\{0\leq k<k_{1}|\langle\alpha^{\vee}, (1/N)\sum_{s=1}^{k}w_{s}\lambda\rangle=m_{\alpha}+1\},$
が存在することが分かり，これらを用いて $e_{\alpha}\pi$ を次で定める:
$e_{\alpha}\pi:=(w_{1}, \ldots, w_{k_{0}}, \underline{r_{\alpha}w_{k_{0}+1},\ldots,r_{\alpha}w_{k_{1}}}, w_{k_{1}+1}, \ldots, w_{N)}\in \mathbb{B}(\lambda)$ .
r $\alpha$が作用する
同様に，$\langle\alpha^{\vee}$ , wt $(\pi)\rangle-m_{\alpha}\geq 0$ に注意して，$m_{\alpha}=\langle\alpha^{\vee}$ , wt $(\pi)\rangle$ ならば，$f_{\alpha}\pi;=0$
と定める．また，$m_{\alpha}<\langle\alpha^{\vee}$ , wt $(\pi)\rangle$ ならば，




$f_{\alpha}\pi:=(w_{1_{\rangle}}\ldots w_{l_{0}}, \underline{r_{\alpha}w_{l_{0}+1,\}}r_{\alpha}w_{l_{1}}}, w_{l_{1}+1}, \ldots w_{N})\in \mathbb{B}(\lambda)$ .
r $\alpha$が作用する
各単純ルート $\alpha$ に対して，
$\epsilon_{\alpha}(\pi):=-m_{\alpha},$ $\varphi_{\alpha}(\pi):=\langle\alpha^{\vee}$ , $wt$ $(\pi)\rangle-m_{\alpha},$
と定めると，
$\epsilon_{\alpha}(\pi)=\max\{n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|e_{\alpha}^{n}\pi\neq 0\},$ $\varphi_{\alpha}(\pi)=\max\{n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}|f_{\alpha}^{n}\pi\neq 0\},$
が成り立つ．
定理 B.1 ([Lit95]). 上で定めた集合及び写像の組 $(\mathbb{B}(\lambda); wt, e_{\alpha}, f_{\alpha}, \epsilon_{\alpha}, \varphi_{\alpha})(\alpha$
は単純ルート全体を動く) は $\mathfrak{g}$ 上の結晶となる．
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